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Sistemas dinamicos

Tempo continuo ou tempo discreto

-Tempo continuo: t € um namero real, regidos por
equacoes diferenciais — minimo trés graus de
liberdade para ocorrer caos.
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Sistemas dinamicos discretos

Mapa logistico

-Tempo discreto: tempo t € um numero inteiro.
Sistema governado por uma ou mais equacoes de
diferencgas (finitas).

Mapa logistico X, =1X, (1- X, )

_ 2
xn+l_l_a‘xn + Y

Mapa de Henon
y n+l = bxn
L. Pat1= m;) [p,. T w2 sent8,)eos(8,) — ngn(sn)]
Mapa de Elinei v
Ont1 =0 + Pr1

Wntl = wa + ¢ (cos(fn) — cos(fo)) At

x.,,=rx,(1-x) x € l0,1]

Este mapa pode ser pensado como uma idealiza¢io
simples de um modelo ecoldgico para variagdo anual na
populacio de um inseto
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Mapa logistico - orbitas
periodo-2 e periodo-4

r=3.3
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Mapa logistico — orbita caoética
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Ponto fixo, sorvedouro e fonte
Definicoes

-Ponto fixo do mapa f: f(p)=p

-Seja f um mapa sobre R e seja p um nimero real tal que
f(p)=p. Se todos os pontos suficientemente préximos a p sdao
atraidos para p, entdo p é chamado um sumidouro ou um
ponto fixo atraente. Se todos os pontos suficientemente
nproximos a p sao repelidos de p, entdo p é chamado de fonte
ou ponto fixo repelente.

Teorema: Seja f um mapa (suave) sobre R e assuma que p é um
ponto fixo de f.

1. Se If’(p)l < 1, entdo p é um sumidouro ou estavel

2. Self’(p)l > 1, entdo p é uma fonte ou instavel

3. Se If’(p)l =1, nada se pode afirmar sobre p

Determinacdo de ponto fixo e estabilidade

f(x)=2x(1-x)
f(x)=x ponto fixo

2x(1-x)=x
2x—2x*=x
2x2—x=0

x=0
2x(x=1/2)=0> dois pontos fixos
x=1/2
fl(x)=2-4x

f'(0)=2>1=x=0 fonte

f'(%) =0<1l=> xzé sumidouro




Diagrama teia de aranha (cobweb plot)
f(x)=2x(1-x)

r=20

Converge
Para x=1/2
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Mapa logistico: periodo-2
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Mapa logistico: periodo-4

r=353
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Mapa logistico: 6rbita caodtica
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Medindo Caos: expoente de Lypunov

Considere que o sistema evolua a partir de condi¢des iniciais
muito préximas X e x+Ax, entdo apds n iteracdes a divergéncia
dessas Orbitas serd aproximadamente:

X=>x+Ax
Ax(n) = Ax e

A - Expoente de Lyapunov fornece a taxa de divergéncia das
trajetorias.

A < 0 — trajetérias convergem e o sistema néo é caédtico

A > 0 — trajetérias divergem exponencialmente e o sistema é
caotico (a evolucio € sensivel as condicoes iniciais).

Expoente de Lypunov — mapa unidimensional
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Seja x,,,= f(x,) um mapa unidimensional
[+ A~ f7(x) = Axe™
g LG A= F' W] _ 2

Ax
ﬂzllogﬂ
n dx

A=tim 3 logl /()
i=0
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Expoente de Lypunov — mapa logistico

n+l = rxn (1 - 'xn) xn € [071] x'n+l = r(l - 2xn)
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/*Lyaplog.cpp: Programa que calcula o Expoente de Lyap do mapa logistico-*/

/*Refe: Quantifying Chaos, Jan Tobochnick and Harvey gould, Computers in
Physics, NOV/DEC 1989

x(n+1)=x(n)r(1-x(x))

Programador: Elinei Santos

Data: 20/10/2007

*

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>
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#define bmin 2.8
#define bmax 4.0
#define passo 0.001
#define NPT 12000
#define TRAN 1000

/*valor minimo de r*/

/#valor maximo de r*/

/*numero de iteracoes*/

[*transiente*/




void main()

{

double m,y,Iyap, der,NN;

unsigned int i;

FILE *fpout; 7% grava dados em Iyaplog.dat */
f((fpout=fopen(“lyaplog.dat"," w"))==NULL)

{

printf("File % can't be opened\n”);

exit(0);

)

for(m=bmin ; m<= bmax; m#=passo)

i<=NPT; i++)
i /*mapa logistico*/

¥=m¥y

if i>TRAN)

{
der=m*(L-2.4y); /*derivada do mapa*/
Iyap=lyap+log(fabs(der));

}

N

PT-TRAN;
Iyap= lyap/NN;
fprintf(fpout, " %41t %.4N\n", m, lyap);
}
printf(""dados armazenados em biflogi.datin");
felose (fpout);

Mapa logistico — diagrama de
bifurcacao
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Diagrama de bifurcacao e expoente de
Lyapunov

Mapa logistico — diagrama de
bifurcacao
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Mapa logistico — diagrama de Mapa logistico - bifurcacdo e Lyapunov

bifurcacao
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Mapa bidimensional — Mapa de Hénon Mapa bidimensional - Mapa de Henon
2 & 2
_ ~ b=042a=09 . b=04a=10
I b=0,4 a=1,2 1 1 s 1 ~
T 0 0 \
x =l—ax’+y g -
n+l Z @ l1 0 1 2 l1 0 1 2
_ b = 9 X X
yn+l - xn o5 / 2 2
S L., b=042=10293 i
1 1 p
2sk i - -0
0
1
% i5 T o5 o o5 T 5 2
x -1 -2,
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Bifurcacoes locais

Bifurcacoes (Poincaré, 1885), refere-se a mudanca
qualitativa no retrato de fases de um sistema dindmico,

conforme algum pariametro do sistema passa por um valor
critico.

A Codimensao de uma bifurcacio é o nimero de parametros

cujos valores sdo variados a fim de produzir a bifurcacio em
questao.

Codimensao - 1
Um tnico parimetro-r G(x, r) =f,(x)
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Sistemas com codimensao 1

f.(x) =rx(1-x)
E.(x) =r sin(x)
Q.(x) = x*+c
£,x) = p- x2

I - Bifurcacio Sela-né, bifurcao tangente ou de dobra:

mecanismo pelo qual um par de pontos de equilibrio com
estabilidades contrarias € criado ou destruido.
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Bifurcacao sela-n6

£,(x) = u- x2

TN

p=-1,0 — nenhum ponto fixo p=-0,25 — um ponto fixo  p=0,5 — dois pontos fixos

Introducio a teoria do caos

Bifurcacao dobramento de periodo

Bifurcacgiio em que um ponto fixo estavel gera dois pontos fixos estaveis
dobrando o periodo

£ = p-x2
N7 N\

p=0,5 — um ponto fixo p=0,75 — ainda ha atracio u=1.0 - periodo 2
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Bifurcacao dobramento de periodo

fzﬂ(x) =f(u-x?)

u=0,5 — um ponto fixo n=0,75 - tangencia u=1.0 - dobramento
atraente de periodo
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Bifurcacao forquilha

Sistemas com simetria. Um par de pontos de equilibrio de mesma estabilidade

Pode aparecer ou desaparecer simult te.
= 3
f /‘(X) =UxX-X
I R S S R L T
1=-0,5 — um ponto fixo atraente u=1.8 — perda de estabilidade

e surgimento de dois pontos atraentes
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Bifurcacao transcritica

Troca de estabilidade de pontos fixos

£,(x) = ux(1-x%)

\
e

%
03/ P
o d -

() xn)
p=0.8 x=0 é um ponto fixo p=1.8 x=0 perde a estabilidade
atraente (estavel) e surge x=0,5 estavel
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Mapa Padrao —caos Hamiltoniano

n
I,.,=1,+ Ksen (6,)
0,.,.=0,+1,,
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Mapa Padrao - a partir de rotor forcado

12 n=+oo
H = +K 6) ) 6(t—nT
oap T Kcos6) D5t =nT)

n=—oo

nf O(t—nT) 2% i cos(@j

n=—oco m=—oco

2 oo
2M T T

m=—oco

O efeito dos choques deltas é colocar o rotor em um
nameros infinito e ondas de potencial cosseno, cada uma
viajando a diferentes velocidades. Todas as ondas tem a
mesma amplitude.

Mapa Padrao - a partir de rotor forcado
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Equacodes de Hamilton do rotor

dl _ oH d6 oH
a9 dt ol
%: Ksen(@)nf§(t—nT)

a6 I

da M
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Mapa Padrao - a partir de rotor forcado

Choques nos tempos t = nT. Entre os choques nenhuma
forca age sobre o rotor, I-cte e 8 varia linearmente no
tempo. Vamos integrar o sistema entre dois choques um em
nT e outro em (n+1)T.

Mapa Padrao - a partir de rotor forcado
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((n+)T)~
dl
1n+l - In = J‘ 7dt

()T
= fdthen(H)é'(t —nT) = Ksen(6,)

(nT)”

((n+1)T)” ((n+1)T)"
ar,, T 1T
6,.-6,= | a4l [ ar s =t
oy At M M
M =1 T=1

I,.,=1,+ Ksen (6,) (mod 27)
0,.,=6,+1,, (mod 2r7)
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Mapa Padrao -bifurcagcoes homo-

heteroclinicas

Bifurcagoes homo-heteroclinicas
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(a)
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Mapa Padrao

K=0.0

Mapa Padrao
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